Измеримые функции
Пусть [image: image2.png](X,%, 1)



 - пространство с мерой, [image: image4.png]


 - [image: image6.png]


-алгебра, на которой определена [image: image8.png]


-аддитивная мера [image: image10.png]


.
  Определение.  Функция [image: image12.png]f:E—>R



, определенная на измеримом множестве [image: image14.png]EEX



 называется  измеримой на [image: image16.png]


, если [image: image18.png]{x €E|f(x) <C}



 измеримо [image: image20.png]vV CER




Подчеркнутое множество равно [image: image22.png]En f1((—oo,




  Пример 1 .  Функция Дирихле [image: image24.png]1L xeQ
D("):(n, x€R\Q



 измерима на любом измеримом [image: image26.png]


.
[image: image28.png]C>1




 - измеримо
[image: image30.png]


 - измеримо
[image: image32.png]0<C<1 A=En(R\Q)=E\(ENQ)



 - измеримо (т.к. [image: image34.png]E,Q



 - измеримы)
  Пример 2 .  Пусть [image: image36.png]


 - неизмеримое мн-во, [image: image38.png]


 она неизмерима на любом измеримом [image: image40.png]



Действительно, при [image: image42.png]C=> {x€E|X, <}={x €E|X, =0} =E\4



. т.к. [image: image44.png]


 - неизмеримо, то от противного легко показать, что и [image: image46.png]E\A



 неизмеримо.
  Пример 3 .  Непрерывная функция измерима
[image: image48.png]x EE|f(x) <C}=En f((—»,0))



 Поскольку, прообраз открытого множества при непрерывном отображении открыт. [image: image50.png]


 - мера Лебега на прямой, и пересечение с измеримым измеримо.
  Определение.  Ф-я [image: image52.png]


 называется  борелевской, если для любого борелевского множества [image: image54.png]B g (B)



 - борелевское множество.
  Пример 1 .  Непрерывная функция является борелевской. Это очевидно.
  Утверждение 2 .  Если [image: image56.png]


 - борелевская, а [image: image58.png]


 - измерима, то [image: image60.png]


 измерима.
(без док-ва)
 Т.1. Сумма, разность и произведение измеримых на [image: image62.png]


 функций является измеримой. И если знаменатель не обращается в ноль, то и их частное - измеримая функция.
[image: image64.png]


 1) Если [image: image66.png]


 измерима, то, очевидно, измеримы и [image: image68.png]kf,f +a,

k,

Const



. Действительно тогда [image: image70.png]


 пробегают все значения, пробегаемые [image: image72.png]


.
2) Если [image: image74.png]


 и [image: image76.png]


 измеримые, тогда [image: image78.png]Ix|f (x) = g(x)}



 - измеримо. Действительно, [image: image80.png]{x|f(x) >IN {x|g(x) < 1.}



, где объединение берется по всем рац. числам, занумерованным в произвольном порядке. Отсюда получаем, что [image: image82.png]


 измеримо, т.е. сумма измеримых измерима.
3) разность [image: image84.png]= 1), 2)




4) Произведение измеримых измеримо. Воспользуемся [image: image86.png]fa=Z((F+9)*—(f-9))



. Стоящее справа выражение есть измеримая функция. Это вытекает из 1) - 3) и из утв.2.
5) Если [image: image88.png]f(x)



 измерима и [image: image90.png]f(x)#0



, то [image: image92.png])



 измерима. Это следует из утв.2. и применяя 5) получим, что частное измеримых измеримо.[image: image94.png]



 Т.2. Если послед-ть [image: image96.png]()} fa(x)



 - измерима на [image: image98.png]EVneN



 и [image: image100.png]


 (т.е. [image: image102.png]lim f,(x) = f(x) V x €E



), тогда [image: image104.png]


 - измерима на [image: image106.png]



[image: image108.png]


 Пусть [image: image110.png]fo(x) = f(x)



, тогда [image: image112.png]xIf () < €} = Up Uy Ny im0 < €= (D)




Действительно, если [image: image114.png]f(x)<C



, то [image: image116.png]3 kf(x)<C-2



; далее, при этом [image: image118.png]


 можно найти столь большое [image: image120.png]


, что при [image: image122.png]m > n



 выполнено [image: image124.png]fn(2) < C =+



, а это означает, что [image: image126.png]


 войдет в правую часть (1).
Обратно, если [image: image128.png]


 принадлежит правой части равенства (1), то [image: image130.png]3k



, что при всех достаточно больших [image: image132.png]


 [image: image134.png]fn(2) < C =+



, но тогда [image: image136.png]f(x)<C



.
Если [image: image138.png]£, (x)



 измеримы, то [image: image140.png](xl () < € =)



 измеримо. Т.к. совокупность измеримых множеств есть [image: image142.png]


-алгебра, то правая часть (1) - измеримое множество, а значит [image: image144.png]f(x)



 - измерима.[image: image146.png]



  Определение.  Мера [image: image148.png]


, определенная на полукольце [image: image150.png]


 называется  полной, если из того, что [image: image152.png]EES, u(E)



 и [image: image154.png]F CE = u(F)

0




  Пример 1 .  Лебеговское продолжение меры на [image: image156.png]


 является полной мерой.
В дальнейшем будем считать, что [image: image158.png](X,%, 1)



 пр-во с полной мерой.
Пусть [image: image160.png]P(x)



 - свойство, которым могут обладать, или не обладать элементы множества. Будем говорить, что свойство [image: image162.png]P(x)



 выполняется почти всюду (п.в.), если множество тех [image: image164.png]


, где оно не выполняется, имеет меру 0.
  Пример 1 .  [image: image166.png]


 п.в., если [image: image168.png]u({x|f(x) #g(x)) =0




  Определение.  Ф-и равные п.в. на [image: image170.png]


 называются  эквивалентными на [image: image172.png]


.
 Т.3. Пусть [image: image174.png]


 - измеримо и [image: image176.png]


 п.в. на [image: image178.png]


, тогда [image: image180.png]


 и [image: image182.png]


 измеримы или неизмеримы одновременно.
[image: image184.png]


 Из определения равенства п.в. следует, что [image: image186.png]{x|f(x) < C}



 и [image: image188.png]{x|g(x) < C}



 отличаются друг от друга только на некоторое множество меры 0, следовательно (поскольку мера предполагается полной), если измеримо одно из них, то измеримо и второе.
А если одно из них неизмеримо, то неизмеримо и второе (от противного).[image: image190.png]



 Т.4. Если послед-ть измеримых на [image: image192.png]


 сходится п.в. на [image: image194.png]


 к [image: image196.png]


, то [image: image198.png]


 - измерима на [image: image200.png]


.
[image: image202.png]


 Пусть [image: image204.png]g(x):£,.(x) = g(x)



 и [image: image206.png]g(x) = f(x)



 п.в. Легко показать, что если бы такого [image: image208.png]


 не существовало, то и [image: image210.png]fYof



 п.в.
По Т.2. [image: image212.png]


 - измерима, тогда по Т.3. [image: image214.png]


 - измерима[image: image216.png]



 Т. Егорова. Пусть послед-ть измеримых на [image: image218.png]


 [image: image220.png]


 сходится п.в. на [image: image222.png]


 к ф-и [image: image224.png]


, тогда [image: image226.png]



1. [image: image228.png]u(Es) >u(E)—26




2. [image: image230.png]


 на [image: image232.png]



  Определение.  Будем говорить, что послед-ть измеримых на [image: image234.png]


 ф-й [image: image236.png]


 сходится к измеримой функции [image: image238.png]


  по мере, если [image: image240.png]v §>0 limu({x € E|lfu(x) - f(x)| =6} =0




 Т.5. Если послед-ть измеримых на [image: image242.png]


 ф-й сходится п.в. на [image: image244.png]


, то она сходится и по мере на [image: image246.png]


.
[image: image248.png]


 Из Т.4. следует, что [image: image250.png]


 - измерима. Пусть [image: image252.png]={x €E|limf,(x) # f (x)]



. Пусть [image: image254.png]E.(8) ={x€E| |f,(x)— f(x)| = 8}, R,(8) = Ug-, E.(8),





Ясно, что все эти множества измеримы. Т.к. [image: image256.png]R,(8) € R,(6)



, то в силу непрерывности меры [image: image258.png]u(R,(8)) = u(M)



, при [image: image260.png]n— o




Проверим теперь, что [image: image262.png]McCA



. Если [image: image264.png]x, €A



, то для данного [image: image266.png]§>0 3 n:|fi(x) — fxx)| <6,V k=n



, т.е. [image: image268.png]x, € R, (6)



 и, тем более, [image: image270.png]X, €M




Но [image: image272.png]u(A)



 и т.к. мера полная и [image: image274.png]McA=uM)=0



 и [image: image276.png]= u(R,(6)) =0



, при [image: image278.png]n— o



. Т.к. [image: image280.png]E,(8) € R,(8)



, то Т. доказана[image: image282.png]



  Пример 1 .  (Рисса) Последовательность сходится по мере, но не сходится ни в одной точке (даже равномерно).
[image: image284.png]


 т.е. такая послед-ть [image: image286.png][ A





 Т.6. Если послед-ть [image: image288.png]{f.}



, измеримых на [image: image290.png]


 ф-й сходится по мере к [image: image292.png]


, измеримой на [image: image294.png]


, то [image: image296.png]3 {f )i fo. = f



 п.в.
 Т.7.(Лузина) [image: image298.png]


 - измерима на [image: image300.png][a,b] &V >0 3



 непрерывная функция [image: image302.png]uw({x €[a,bllf(x)# e(x)) <<





Т.о. из равномерной сходимости следуют сходимость, сходимость по мере, сходимость п.в.
Из сходимости следуют сходимость п.в. и сходимость по мере.
Из сходимости п.в. следует сходимость по мере.
